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Varietes de type Togliatti 
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OA ■ 1 Introduction 

u 

^^\ La surface de Del Pezzo 5*6 C P^ de degre 6 obtenue par reclatement de trois points 

non alignes du plan projectif complexe P^ (par le systeme lineaire des cubiques) possede 

^^ . une propriete spectaculaire : ses hyperplans osculateurs (espace engendre par les derivees 

partielles secondes d'une representation parametrique) ont un point commun dans I'espace 

^^ ' ambiant. Autrement dit la surface "osculatrice" dans I'espace dual P^^ est degeneree. On 

•<^ ■ dit alors qu'elle verifie une equation de Laplace. Comme cette propriete a ete demontree 

(-H \ par Togliatti, la surface Sg herite du nom de surface de Togliatti (voir P, |3| et [Hj). 

j^ , La surface de Togliatti est une projection de la surface de Veronese i'3(P^) C ¥{H^{0^2 (3))) 

mais elle pent aussi etre definie comme section hyperplane generale de la variete de Segre 
5e5(l,3)cP(i/0(OpixPixpi(l,l,l)))- 
Dans une premiere partie je reviens rapidement sur ces deux descriptions et je donne une 

^ . preuve d'une version simplifiee du theoreme de Togliatti (voir theoreme 12.3(1 . 

C^l ' Dans les deuxieme et troisieme parties on montre que les espaces 2n-tangents (voir ci- 

2 \ dessous) des projections bien choisies des Veronese V2n+i(P^) C ¥{H^{0^2{2n + l))) et des 

Q ' sections hyperplanes generates des Segre Seg{\, 2n + 1) C P(i/'^(Opix...xpi(l! ' ' ' > 1))) ont 

^O ■ un point commun (voir les theoremes 13.11 et 14. 3|) . Le point cle est la polarite par rapport 

^^ \ aux courbes rationnelles normales et par rapport aux produit de P^. 

■ ■ Notations. On note TxX C P^ I'espace tangent d'une variete projective integre X C P^ 

au point x et plus generalement, T^^X C P^ son espace /c— tangent au point x (etant 
donnee une representation parametrique locale au point x, c'est I'espace engendre par x et 
les derivees partielles d'ordre inferieur ou egal a fc). La variete duale X^ C p-*^^ est definie 
^ . comme la cloture de Zariski de I'ensemble {H \ T^X C H,X lisse en x}. On definit de la 

H I meme maniere les varietes duales superieures 



C^ 



j^kv ^ 1^ I j,kx cH,X lisse en x} 

2 Surface de Togliatti 

Definition 2.1. La surface rationnelle, image du plan projectif par Vapplication decrite 
ci-dessous 

p2 ^ p6^ (xo, Xi, X2) 1-^ (X0X1X2, XqXi, X0X2, X1X2, X1X2, XQXJ, X0X2) 

est appelee Surface de Togliatti. 



Les sept formes cubiques du vecteur image s'annulant simultanement aux points 

ei = (1,0,0), 62 = (0,1,0), 63 = (0,0,1), 

cette surface est la surface de Del Pezzo, notee Sq, obtenue en eclatant P^ le long de 
ces trois points par le systeme lineaire des cubiques. L'hyperplan osculateur en un point 
P = (xo,a;i,a;2) s'interprete alors comme une cubique passant par les points 61,62,63 et 
triple au point P, plus precisement comme la reunion des trois droites joignant P aux 
trois points base ; une equation etant 

(X2X1 - XiX2)(x2Xo - XoX2)(xiXo - Xo^l) = 0. 

Comme I'ont remarque Lanteri et Mallavibarena (voir 1", pages 357-359), cette equation 
developpee ne s'exprime qu'avec les 6 formes cubiques suivantes 

Notons V I'espace vectoriel engendre par ces six formes cubiques. Alors, dans I'espace pro- 
jectif P® = F{{XoXiX2®V)^) des cubiques s'annulant aux points ei, 62, 63, les hyperplans 
osculateurs de Sq passent par le point (1,0,0,0,0,0). 

Nous venons de rappeler comment est definie la surface de Togliatti ainsi que la propriete 
d'incidence de ses hyperplans osculateurs. Cette surface pent aussi etre decrite comme une 
section hyperplane generale de 5e^(l,3) C P^ qui est I'image par le morphisme de Segre 

de Pi X pi X pi. 

Proposition 2.2. Soit H un hyperplan general de f"^ . Alors H n 5*65(1,3) ~ Sq. 
Preuve. Sur P^ x P^ x P^ I'equation de H est de la forme suivante 

cl){{X,iYjZk)o<i,j,k<i) = C^aijYiZj)Xo + (^bijYiZj)Xi 

Comme les biformes ^ CijYiZj et ^ bijYiZj s'annulent simultanement en deux points, la 
surface H n Seg{l,3) est I'eclatement de P^ x P^ le long de deux points, i.e. I'eclatement 
de P^ en trois points (non alignes). D 

Remarque : Le theoreme de bidualite (voir par exemple [2] thm 15.24) ne s'etend pas 
trivialement aux ordres superieurs de tangence. La surface de Togliatti, par exemple, ne 
verifie pas un resultat attendu de "biosculation" car la surface de ses hyperplans oscula- 
teurs est degeneree. Cette derniere est, a ma connaissance le seul exemple un peu elabore 
de surface de P^ telle que (^3^)3^ ^ 5. 

Le theoreme de Togliatti classifie les reseaux de cubiques /\ C H^0^2 (3) pour lesquels 
la surface image de la surface de Veronese W3(P^) via la projection P^ \ /\ ^ P^ verifie 
une equation de Laplace (i.e. ses hyperplans osculateurs ont un point commun). Deux 
cas se presentent : soit le reseau possede une conique fixe soit non. Le premier cas est 
resolu aisement. Le second n'est pas du tout trivial et Togliatti montre que la projection 
de t;3(P^) verifie une equation de Laplace si et seulement si ce reseau est engendre par les 
cubes de trois formes lineaires (voir ^ et jSj). 

Le theoreme ci-dessous est une formulation simplifiee du theoreme de Togliatti. Seul le 
cas du reseau non tangent y est traite et on suppose meme que le P^ contenant le reseau 



(qui se projette sur le point commun des hyperplans osculateurs) n'a pas de lieu base 
(Pour une exploration exhaustive voir le papier ^ de D.Franco et G. Ilardi). Determiner 
les projections de i'3(P^) qui verifient une equation de Laplace revient alors a classifier les 
P'^ C F{H^Of>2{3)) qui coupent la variete des cubiques decomposees le long d'une surface. 

Theoreme 2.3. Soient fi G C[XQ,Xi,X2],i = 0, • • • ,3 quatre polynomes homogenes de 
degre 3 sans zero commun. Supposons que pour toute droite d' equation I = il existe 
(a0)"i)"2)a3) G C^ \ {0} tel que I divise J^aifi. Alors il existe des formes lineaires 
loJi, I2 telles que 

vect(/o, /i, /2, /s) = vect(/i], /?, /f, /0/1/2) 

Preuve. Considerons le morphisme P^ — > P^ donnee par les quatre formes cubiques. 
Comme pour toute droite L C P^ d'equation / = il existe une cubique du systeme 
lineaire d'equation /(^ = ou g = est I'equation d'une conique C C P^ on en deduit que 
I'image de L, ainsi que I'image de C est une cubique plane done une cubique singuliere. 
Par consequent sur toute droite deux points ont la meme image. Le degre du morphisme 
est done au moins egal a 2 (un systeme lineaire ne contractant pas de courbe et le cardinal 
d'une fibre est minimal sur un ouvert). Comme ce degre doit diviser 9 on en deduit qu'il 
est egal a 3 (9 est exclu sinon nous avons un reseau de cubiques passant par 9 points). 

Montrons que la fibre d'un point general est formee de trois points non alignes. 

S'ils etaient alignes, quitte a changer de coordonnees nous aurions 

vect(/o,/i,/2,/3) = vect(xog,S'i,92,53) 

avec q de degre 2, gi de degre 3 et 51(0, xi, 0:2) = 52(0, xi, X2) = 53(0, xi, a;2). Ceci implique 
g'j(a;o,xi,a;2) = XQqi{xQ.,xi.,X2) + g{xo.,xi.,X2) avec g de degre 3, qi de degre 2. Mais alors 
les quatre formes /o, /i, /2> /s ont un zero commun sur xq = 0. 

Les trois droites joignant les trois points de la fibre ont alors pour image la cubique 
singuliere. On en deduit que C est formee des deux autres droites. Comme I'application de 
L sur la cubique singuliere image T est birationnelle I'application de la conique residuelle 
C sur r est un revetement double (i.e. a chaque point de / on associe deux points sur C). 

Si le revetement triple P^ — > S", 011 S" est la cubique image, est galoisien son groupe de Galois 
est Z/3Z, dans une base adaptee, en tant qu'automorphisme de P^, il est diagonalisable 
et est engendre par 

9 = 

Comme P^ = 'Pto]<C[X'^ , Xf , X2 , XQX1X2] est le seul P'^ de cubiques sur lequel le groupe 
ci-dessus agisse trivialement le resultat est prouve lorsque I'extension est galoisienne. 

Si I'extension n'est pas galoisienne, on considere la cloture galoisienne tt : X — > P^. C'est 
un revetement double de P^ ramifie et un revetement de degre 6 de la cubique image S, 

X -^^ P2 



7r-i(5) -^^ S 



1 








3 





f 



Comme X est normale I'image inverse 7r~^(L) d'une droite generale de P^ est irreductible 
d'apres le theoreme de Bertini (thm 8.18 page 179 3 ). On considere la transposition a 
qui echange les deux points de la fibre par vr. L'image par vr de la courbe c7(7r~^(L)) est 
une courbe irreductible telle que 7r(o"(7r~^(L)) U 7r~-'^(L)) = p~^{p{L)) = L U C, il s'agit 
done de C. En efFet au dessus de chaque point de L la fibre est constituee des deux points 
tels que le triplet est la fibre par p. Mais ceci contredit le fait que C est formee de deux 
droites. D 

CoroUaire 2.4. Soit E le fibre vectoriel de la suite exacte ci-dessous 

> E > 0^2v > Op2v(3) > 

Soit I une droite generale de P^. Alors Eu = Oi ® Oi{—l) © Oi{—2) si et seulement s'il 
existe trois formes lineaires lo,li,l2 telles que 

> E > 0^2^ ^° ' ' ^ Op2v(3) > 

3 Polarite par rapport a une courbe rationnelle normale 

Theoreme 3.1. Soient 2n + l points de W2n+i(P^) en position generale, *P = P^" Vespace 
projectif qu'ils engendrent et S2n{2n+i) l'image de ^2^+1(1?^) pci-f ^o, projection de centre ^. 
Sous ces hypotheses, les hyperplans 2n-tangents de S2n(2n+i) ont un point commun. 

Preuve. Soient lo,--- , ^2n+i des formes lineaires en position generales. Afin de montrer 
que les hyperplans 2n-tangents de 5'2„(2n+i) ont un point commun on montre que I'espace 
projectif P = P(/q""'"^, • • • , ^l"]}]];, Hi ^«) rencontre tons les espaces 2n-tangents de V2n+i{^'^)- 
L'image de P est le point commun recherche. 

Soit I une forme lineaire sur P'^ et L la droite d'equation / = 0. En un point /^n+i ^g 
la Veronese I'espace 2n-tangent est donne par I'ensemble des formes de degre 2n + 1 qui 
sont divisibles par / i.e. par les formes de degre 2n. Notons C/ ~ C^ un espace vectoriel tel 
que L = PC/ et C2n+i C P5^""*"^f7 l'image de L par le plongement de Veronese. On note 
li la restriction des formes lineaires modulo /. D'apres le resultat bien connu de polarite 
des courbes rationnelles normales (qui affirme que le point d'intersection des hyperplans 
2?T,-tangents de C2n+i en (2n + 1) points generaux distincts appartient au P^" engendre 
par ces (2n + 1) points) le sous espace projectif de dimension 2n de PS'^""'"^C/ engendre 
par les (2n + 1) points (Iq , ■ ■ " )^2ra+i) contient le point J^^ li d'intersection des (2n + 1) 
hyperplans 2n-tangents de C2n+i- Modulo / les 2n+ 1 formes sont done liees, ce qui prouve 
le theoreme. D 

4 Polarite par rapport a un produit de droites projectives 

Soit U un espace vectoriel complexe de dimension 2. Notons Seg{l,n) C Pf/*^" l'image de 
PL'^ X • • • X PC/ par le plongement de Segre. 

Lemma 4.1. S'eg(l,n)("-i)'^ ~ Seg{l,n). 

Preuve. Pour s'en convaincre donnons-en une preuve detaillee pour Seg{l,3). Notons 

p7 = P(C[Xoyo^o, XoYoZ^,XoY^Zo,XoYiZi,XiYoZo,XiYiZo, XiYiZ{\) 



L'hyperplan d'equation (j){XiYjZf^) = Y2 (^i.j,kXiYjZf: = est osculateur au point {xiyjZ^) 
si et seulement si 

On obtient immediatement 4>{XiYjZk) = (a^i^o — XQXi){yiYQ — ijqYij^ziZq — zqZi). 
Plus generalement, notons Xj (resp. xj les coordonnees Xifi,Xi^i (resp. les nombres 
Xifi,Xi^i ). L'espace n-tangent en un point de Seg{l,n) est donne par les derivees (n — 
1) — iemes d'un systeme de coordonnees locales qui est, essentiellement, le produit des 
variables. Ainsi la forme niultilineaire 4'{2Lit^2^ ' ' ' ^2Ln) ^st la trace sur Seg{l,n) d'un 
hyperplan n-tangent H cF'^ ^^ au point (xx,X2, • • • ,^„) si et seulement si 

Apres un calcul elementaire on en deduit 

H2Ll,2L2, ■ ■ ■ ,Xn) = n i^i^^ifi - XifiXi^i) 
«=!,■■■ ,n 

Ce qui prouve le lemme. D 

La polarite point-hyperplan par rapport a C„ permet d'etendre Tisomorphisme C"^ ~ 
Cn au P" ambiant. D'une fagon similaire (une sorte de 'polarite' par rapport au Segre) 
I'isomorphisme Seg{l,nY^~^''^ ~ Seg{l,n) s'etend aux espaces projectifs ambiants. Ici 
aussi il faudra distinguer le cas pair du cas impair. 

Proposition 4.2. L'isomorphisme Seg{l,n) ~ S'eg(l,n)'"~^)^ qui a un point du Segre 
associe l'hyperplan n-tangent au Segre en ce point setend aux espace projectifs P([/®") et 
P(C/*®"') de la maniere suivante : Au point x S P([/®") on associe le point d'intersection 
des hyperplans n-tangents aux points de x^ n Seg{l,n)^'^~^'^ . Lorsque n est impair, ce 
point image appartient a x'^ . Lorsque n est pair, les points x G P(C/®"') pour lesquels le 
point image appartient a x^ forment une hyperquadrique. 

Preuve. L'isomorphisme m®" : C/*^" -^ u*®n ^^^qj^j^^ pg^j. \g^ matrice m.®" = 



1 

est symetrique pour n pair et antisymetrique pour n impair. Pour x € P(C/®") on note 
x'^ I'equation de l'hyperplan correpondant dans P(?7*®"). Notons ^ G x^ nS'e(?(l,n)("~^)^ 
le point generique de I'intersection. On a par definition < x,^ >= 0, oia < .,. > est le 
crochet de dualite. Comme m®"^ est inversible il existe un unique x^ € Seg{l,n) tel que 
^ = m'^"'{x^). On en deduit, en utilisant les proprietes de symetrie de la matrice m*^", 
que < x,r?T,®"(xg) >=< x^,m®"(x) >= 0, c'est a dire que le point m®"'(x) appartient a 
l'hyperplan n-tangent generique de la variete x^ fl 56^(1, n)^""-'^'^. 

Enfin lorsque n est impair, la matrice m®"' etant antisymetrique, on a < x, m®"(x) >= 
pour tout X G P(C/®"'). Lorsque n est pair la matrice est symetrique et les point x G W{U^"') 
tels que < x,m'^"'(x) >= forment une quadrique de P(C/®"). D 

Theoreme 4.3. Soit X2n une section hyperplane generale de Seg{l, 2n+l). Les hyperplans 
2n-tangents de X2„ ont un point commun. 

Preuve. Les hyperplans 2n-tangents de X2„ sont les hyperplans tangents de Seg{l, 2n+l) 
coupes par l'hyperplan considere. Le theoreme est alors une consequence immediate de la 
proposition 14.21 D 
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